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Kapitel 1

Grundliaggande begrepp

1.1 Naiv mangdlira

Definition 1.1.1 En mdngd dr en sammanfattning av ett antal objekt som kallas for mdngdens
element Vanliga beteckningar anges i tabellen nedan.

’ Objekt ‘ Miangder ‘
Y, 2 M,N, A B
Reella tal R = {allareellatal}
Heltal Z=A{0,+1,£2...}

Naturliga tal N={0,1,2...}
Rationella tal Q= {g;p, qE€Z,q+#0}
Punkter i planet

Anmérkning 1.1.2 x € M betyder att  tillhér M.

Definition 1.1.3 Twa mdangder A, B dr lika, skrivs A = B, omm A och B innehaller samma
element, dvs. Vx;xr € A=x € B

For alla

omm (ekvivalens)

det finns

innebér, implicerar
och

eller (inte uteslutande)

<>l)l_l_lﬁ<(

Definition 1.1.4 Lat A och B vara mdngder. A kallas en delmdingd till B, skrivs som A C B
, omm alla element i A tillhor B, dvs.Vx:x € A= x € B

Exempel Mingder och médngdoperatorer:
1. NCZCcQCR

2. Venndiagram:



3. A=B=ACBABCA

4. Att namnge méingdens element:
A={zeR : yeRy¥=z}={zeR : z>0}
A={zeR : 22=-1} =0

Anméirkning 1.1.5 Det finns en och endast en mdangd som inte innehaller nagot element,
0 (den tomma mdingden).

Exempel A=0={z€R; 2*>= -2}
Vi noterar att ) C B giller for alla méingder Bty Vo :x € ) =z € B

Definition 1.1.6 Vi definierar féljande mdingdoperationer pa tva mdngder A och B:
1. ANB={x; x € AANx € B}, snittet

2. AUB={z; v € AVx € B}, unionen

Sats 1.1.7 Lat A, B, C vara mdngder. Sedan gdller
1. (AuB)NC =(AuC)Nn(BUC(C)
2. (ANB)UC=(ANnC)u(BNC)

Bevis 1) Visa VL € HL och HL € V L:

Lat r€e (AUB)NC =z (AUB)ANze(C = (r€ AVeeB)ANze(C =
=(reANzeC)V(xeBAzel)=xe(ANC)Vz e (BNC) =
=ze((ANC)U(BNO))

2) visas pa samma sétt.

Definition 1.1.8 Yiterligare mdingdoperationer. For tva mdngder A och B definieras
1. A\B={zx € A; x ¢ B}, differens

2. A={x; xv ¢ A}, komplement (For A C X, X en stor méngd, definieras komplementet
A=X\A)

3. Ax B=A{(a,b) ; a€ Abe B} ((a,b) dr ett ordnat par)

Anmairkning 1.1.9 Foljande regler gdller for element i den kartesiska produkten.:
(a,b) =(c,d) & a=cNb=d
(a,b) # (b,a) & a £ b

Anmérkning 1.1.10 Mdingder kan tillatas som element i mdngder.
Exempel A = {{2,3},{3,5},5}

Definition 1.1.11 Om A dr en godtycklig mingd sa kallas P(A) = {B ; B C A} for A:s
potensmdangd



Exempel Nagra potensméangder:
P{0}) = {{0}},

P({1}) = {{1}},

P({la 2}) = {(2)7 {1}’ {2}7 {17 2}}

Notation 1.1.12 A dr en mdngd med dandligt antal element. Daskrivs antal element i A
som |Al.

Anmirkning 1.1.13 [P(A)| = 2/4

Den Russelska antinomin Lat A = {B méngd ; B ¢ B}. Ta sedan t.ex. allméngden som
kan definieras genom C' = {B ; B &r en méngd} = C' € C. Da far vi f6ljande motségelser:
AcA=>A¢ A

A¢dA=AcA

Von Neumanns universum Idé: Bygg upp en mindre méngd universum, dar alla méngd-
operatorer ar tillatna:

Vo=10

Vi="P(0)

Vo =P(W1) ={0,{0}}
VnJrl = P(Vn)

Detta kallas for von Neumanns universum.



1.2 Avbildningar och funktioner

Definition 1.2.1 En avbildning (funktion) f : A — B fran en mdngd A till en mdingd B
som tillordnar varje element a € A precis ett element b € B sa att b = f(a). A kallas for
definitionsmdngden till f. B kallas for malmdngden till f.

Exempel Nagra exempel pa avbildningar:
[ R-R, f(z) = 22

0 omz <O
f.R—)]R,f(SL’)—{ 1 oma >0

f:RHR,f(x):{(l) Zﬁi;%

Anmairkning 1.2.2 Varje funktion f : A — B kan tillordnas en graf
I'y={(z,f(z)) : t€¢ A} CAXB

Definition 1.2.3 En avbildning f : A — B dr en delmdngd f C A X B, sadan att Vo €
A FyeB:(x,y) € f, dar I betyder “det finns precis ett”. Da skrivs y = f(z).

Definition 1.2.4 En avbildning f : A — B kallas

e injektiv omm Vx,y € A : f(x) = f(y) = x = y, dvs. tva olika element i defini-
tionsmdngden kan inte avbildas pa samma element i malmdngden. En omformulering

dr att © # y = f(x) # f(y)

e surjektiv omm Yy € B dx € A : y = f(x), dvs. varje element i malmdingden dr en
bild av ett element i definitionsmdngden.

e bijektiv omm f dr bade injektiv och surjektiv, s.k. en-entydig (one to one). Alltsa:
Vye B AlzeA : y= f(x)

Exempel Avbildningen f : R — R, f(z) = 2% &r varken injektiv eller surjektiv: f(—1) =
f(l)=1loch Pz eR : 22 <0

Logik

P(z) = Q(r) & =P(x) = -Q(x)
—(Vz: P(z)) & 3z : =P (x)

—(3z : P(x)) & Vo : = P(2)

Exempel : f: A — B ér inte surjektiv omm Jy € B VA : y # f(x). Detta kan hérledas pa
foljande sétt:

~(VYyeB dreA :y=f(r))eIyeB : ~(dxecA:y=f(r) &
SJyeBVreA: w(y=f(z)) e JyeBVreA : y+# f(x)

Exempel f:R — R, f(z)= 23 ir bijektiv.
f:R—=R, f(z) =2z =z(x+1)(z—1) ir surjektiv men inte injektiv ty f(0) = f(—1) =
f(1) =0.

f:R—=R, f(x)=2" ar injektiv men inte surjektiv.
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Definition 1.2.5 For avbildningen f: A — B och x € A,y € B kallas y bilden (bildpunk-
ten) till x och x kallas en inversbild till y.

Definition 1.2.6 Lat Ay C A,By C B och f : A — B vara en avbildning. Sedan kallas
mdngden f(Ag) = {f(x) : x € Ao} bilden (bildmdingden) av Ag C A m.a.p. f. Den inversa
bilden definieras som f~'(By) = {z € A: f(x) € Bo}.

Exempel For funktionen f : R — R, f(z) = 23 — 2 = x(x + 1)(x — 1) siitter vi Ay =
[0, 00[ = By och far da

f(AU) = [67 OO[

f7H(Bo) = [-1,0] U [1,00]

dar ¢ ~ 0.38 ar det minsta varde som f antar i intervallet.

Sats 1.2.7 Foljande rikneregler gdller for avbildningar f : A — B dir Ay, A1 C A och
Bo, Bl C B:

f(AoU Ay) = f(Ag) U f(Ar)
f(AgN Ap) C f(Ao) N f(Ar)
fH(BoUBy) = f~1(Bo) U f~1(By)
[ (Bon By) = f~Bo) N f(By)

F1(f(A)) > 4g
f(f~H(By)) C By

Definition 1.2.8 Om By = {y} sa kallas f~'({y}) = {z € A : f(zx) = y} fibern av f

ovanfor y.

Definition 1.2.9 Om Ay C A och f: A — B dr en avbildning sa kallasf|a restriktionen av
f till

Exempel Avbildningen f: R — R, f(z) &r inte injektiv men fip o[ &r det.

Definition 1.2.10 Awvbildningen idy : A — A,id(z) = z kallas den identiska avbildningen
paA, eller identiteten pa A.

Definition 1.2.11 Om f : A — B dr bijektiv sadefinieras f~* : B — A genom f~'(y) =«
omy = f(x). f~ kallas den inversa avbildningen. f~! existerar bara om f dr bijektiv.

Definition 1.2.12 Om A L B % C dr en avbildning sa definieras sammansdttningen,
kompositionen, av f och g som go f: A— C, (go f)(z) =g(f(z)).

Anmérkning 1.2.13 For f : A — B gdller f~'o f =ids och fo f~' =idp
Sats 1.2.14 ForAL B % Cc D giller ho(go f)=(hog)o f, dvs. o dr associativ.
Anméirkning 1.2.15 f,g: A—- A% fog=gof.

Definition 1.2.16 Om A och B dr mdngder definieras uttrycket
BA = {f: A — B avbildning}



